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1. Ecuaciones irracionales

En el tema anterior se han visto ecuaciones cuyos términos estaban relacionados entre si
por alguna de las cuatro operaciones aritméticas basicas (suma, resta, multiplicacion y
divisidon). En este apartado vamos a ver aquellas ecuaciones que presentan, aparte de las
operaciones mencionadas anteriormente, la incognita elevada a un exponente
fraccionario.
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Importante

Se dice que una ecuacion es irracional cuando la incdgnita figura dentro de algun
radical.

En este apartado solo veremos casos en que los radicales son cuadraticos. Este tipo de
ecuaciones se resuelven de la siguiente forma:

1. Se despeja una de las raices.
2. Se eleva al cuadrado ambos miembros.

Los pasos 1.y 2. se repiten tantas veces como haga falta, hasta obtener una ecuacién que
no sea irracional. Resuelta ésta, es imprescindible comprobar los resultados obtenidos
pues al elevar al cuadrado los miembros de una ecuacion, pueden introducirse soluciones
extranas.

Como muestra de lo que puede suceder si los dos miembros de una ecuacidon son



elevados al cuadrado, veamos los siguientes ejemplos:

l Ejemplo 1

x-1=2

Esta ecuacion tiene una unica solucion: x=3.
Elevando al cuadrado sus miembros:

(z—1)% =22

r2-2z41=4

£2-92x-3=0

e 2:!:\/§+12' . ;"1 =3
2=-—1

Hemos introducido la solucidn extrana x=-1. La razén estriba en que también al elevar al
cuadrado los miembros de la ecuacion x-1=-2 (cuya unica solucion es x=-1) se obtiene,
después de simplificar, £2—2x—3 =0.

I Ejemplo 2

x-3=0

Esta ecuacion tiene una Unica solucion: x=3.
Elevando al cuadrado sus miembros:

(z—3)2=0
T2—6249=0

_ 6+V36—36
= ) =3

Esta vez no se ha introducido ninguna solucion extrana.

En el siguiente video puedes ver la forma de resolver una ecuacion irracional:



Video de lasmatematicas.es alojado en Youtube

Ejercicio Resuelto

Resolver la ecuacion £+vZE—6=10,

$+\@—'6 = 0
Despejamos vE y a continuacion elevamos ambos miembros al cuadrado.

VT = 6—55‘
(vE)2 =(6-x)?
r=36-12x+x2
Simplificando la ultima ecuacién, resulta: £2—132+36 = Ocuyas raices son 1= 9
rn=4%
2 .

y

Comprobemos los resultados:

34+V9-6=6

Luego 1= 9 o es solucion de la ecuacion.

44+V4-6=0




‘ Luego ¥1= % es solucion de la ecuacion.

g Ejercicio Resuelto

Il\

Resuelve la ecuacion y comprueba las soluciones: £+vVr—4 =24,

z+Vr—4=24

(Vz—=2)% = (24—z)?

r—4 = 124824576

£2-4924580=0

Las soluciones de la ecuacion de segundo grado de arriba son:

=29, z,=20

Comprobamos ambas soluciones:

29-+V29—34:£24
20-+v20—4 =24
Solucion F2 = 20

g Ejercicio Resuelto

I'\

Resolver la ecuacion: V2z+3—vVz—2=2,

V2z43—-Vr—-2=2

Despejamos v2z+3 y a continuacién elevamos ambos miembros al cuadrado.




V2243 =24+Vr-2
(V2z¥3)% = (2+vz—2)
20+3=444Vr—-2+x-2
z+l=4Vr-2

Volvemos a elevar al cuadrado los dos miembros de la igualdad de arriba.

dVr-2=z+1
(4V5=2)* = (z+1)?
16(x—2) = 242241

Simplifacando la dltima ecuacién resulta; £2—14x+33=0 cuyas raices son

Comprobemos los resultados.

V2:-1143-V11-2=2
Luego ¥1= 11 &5 solucién de la ecuacion.

V2:34+3—-V3-2=2
Luego *2 es solucién de la ecuacién.

Esta ecuacion tiene dos soluciones: £1 = 11 yro= 3




2. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Para la resoluciéon de las ecuaciones tanto exponenciales como logaritmicas es basico
recordar las propiedades de las potencias y de los logaritmos.

.
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Importante

Las principales propiedades de las potencias son:

af.qg™M = gn+tm

at-a™M=gn— ™
m
(a"") —gn'm
n
am-b" = (a-b)

a?=p" = (a=)"




Recuerda la definicidon de logaritmo

log N=0b & ab= N; siendo a>0, a%l y IN>0

y sus principales propiedades

log_(M-N)=log M+log N
loga(M+N) =log M-log N

logaMn = n-logaM

Para resolver las ecuaciones logaritmicas también hay que tener en cuenta:

log N=log M & N=M




2.1. Ecuaciones logaritmicas

Las ecuaciones logaritmicas tienen multiples aplicaciones en todos los campos de la
ciencia y la técnica. Habitualmente surgen cuando hay que despejar el exponente de una
expresion algebraica.

Imagen en Wikimedia Commons. Dominio Publico

Importante

Las ecuaciones logaritmicas son aquellas en las que la incégnita aparece en el
argumento o en la base del logaritmo.

Para resolverlas habra que aplicar la definicidon y las propiedades de los logaritmos y
pasarla a una expresion algebraica.

Cuando resolvemos esta ecuacion hay que comprobar si las soluciones obtenidas sirven
en la ecuacion logaritmica ya que la base de un logaritmo puede ser cualquier numero
positivo menos el 1y el argumeto tiene que ser un numero positivo.

Veamos algunos ejemplos:

l Ejemplo 1

log 16=4



Para resolver esta ecuacion tan soélo hay que aplicar la definicidon de logaritmo y nos
queda:x‘l:16:>x=4€/175:2.

Podriamos pensar que -2 también es solucidn de la ecuacidn algebraica pero hay que
recordar que la base de un logaritmo no puede ser un numero negativo.

I Ejemplo 2
2log(z—1)—log(22-3) = log(

Primero aplicamos las propiedades de los logaritmos hasta quedarnos a ambos lados
de la igualdad con un soélo logaritmo:

2:1:—1)
3

9 9z—1) . (=z—1)? 2z—1
log[(x—l) ]—log(Qx—B) = ]og(T) = log[ 7e—7 | = log( 5 )
De esta forma, los argumentos son iguales por lo que queda la ecuacion:

Las soluciones de esta ecuacion son x=0 y x=2. x=0 no puede ser solucidon de la
ecuacion logaritmica porque cuando sustituimos en la expresion log(x-1) el argumento
saldria negativo, x=2 no da problemas en ninguno de los tres logaritmos, por tanto la
solucion de la ecuacion es x=2.

I Ejemplo 3

Primero hay que indicar que la base del logaritmo no influye en la resolucion de la
ecuacion, por tanto comenzamos aplicando las propiedades de los logaritmos para
agruparlos a ambos lados de la igualdad:

In(z+2)+In(z—2) = 2In2+1n3+In(z-3)

1 (o-+2)-(5=3] = In(22)+1n(3-G—3) =
= ln(x2—4):ln[4-(3:c—9)] =
= In(z2-4)=In(122-36)

Igualamos los argumentos y resolvelmos la ecuacion resultante:
£2-4=122-36 = £2-122+32=0

Las soluciones de esta ecuacion son x1=4 y xo=8. Ambas soluciones son validas para la
ecuacion logaritmica de partida.

En este video puedes ver otro ejemplo:



Video de lasmatematicas.es alojado en Youtube

Comprueba lo aprendido

Resuelve e indica la solucidn de la siguiente ecuacion: 2logx=log(-12x-16)-log2
X=-2

No tiene solucion
x=-4
x=3

Comprueba en la ecuacion de partida.

Correcto. Tanto -2 como -4 son soluciones de la ecuacion algebraica pero al
sustituirlas en logx dejan el argumento negativo.

Comprueba en la ecuacion de partida

Revisa tus calculos.

Solucion

1. Incorrecto




2. Incorrecto
3. Opcidn correcta
4. Incorrecto

Senala la solucion de la siguiente ecuacion: 2In(x-3)=lnx+In(4x-20)-2In2
X=-9

x=4
x=9

No tiene solucion.

Revisa los signos.

Repasa los calculos

Correcto

Vuelve a comprobarlo.

Solucion

1. Incorrecto
2. Incorrecto
3. Opciodn correcta
4. Incorrecto

ﬂ Ejercicio Resuelto

7N

Resuelve:

%log(x—l) =log(zr—3)

Si empezamos a aplicar las propiedades de los logaritmos tendriamos que
introducir la fraccion como exponente en el primer logaritmo y después resolver
una ecuacion con radicales, es mas sencillo si multiplicamos a ambos lados de la




igualdad por 2 y desaparece el problema de la fraccion:
log(z—1)=2log(z—3) = log(z—1)=log[(z—3)*] =
= z-1=(z-3)% = z-1=22-62+49 = 0=12-T5+10

Ecuacion de segundo grado cuyas soluciones son: x{=2, Xo=5.

En este caso, solo una de las soluciones (xp=5) es también solucidon de la
ecuacion logaritmica porque al sustituirla en los logaritmos sus argumento
quedan positivos.

La solucion xq=2 debemos desecharla por que al sustituirla en log(x-3), el
argumento sale negativo.

ﬁ Ejercicio Resuelto

7N

Calcule todas las soluciones de la ecuacidon 2509?’—{09@3—16):2 donde f{ogz
representa el logaritmo en base 10 de x



2loggx —log ,(x—16) = 2

log ;ox% —log ;o(x —16) = 2

x:
loglo x— 16 =2

X~ _ 2
x—16 .

x*— 100x + 1600 = 0, Soluciones : 80,20
Comprobamos ambas soluciones:

x; = 80

2log ,80 —log (80 —16) = 2

X3 =20

Las soluciones 80.20 son validas .




2.2. Ecuaciones exponenciales

Las ecuaciones exponenciales suelen surgir en areas de la ciencia relacionadas con la
ecologia y medio ambiente. Las mismas nos ayudan a entender mejor el mundo en el que
Nnos movemos.

Imagen en Wikimedia Commons. Dominio Publico Imagen en Wikimedia Commons. Dominio Publico

Importante

Las ecuaciones exponenciales son aquellas en las que la incdgnita aparece en el
exponente.

Para resolverlas se aplican las propiedades de las potencias o un cambio de variable

hasta llegar a una ecuacion de la forma a*=b. Esta se resolvera bien directamente (si b se
puede poner como una potencia de base a, igualando los exponentes), bien tomando
logaritmos.

Veamos distintos tipos de ecuaciones exponenciales y ejemplos de como resolverlas:

e El tipo méas sencillo es de la forma a*=b donde a y b se pueden poner como
potencias con la misma base, por ejemplo:

2T =512=22" =292 =9



e No tan evidente resulta cuando en la ecuacién a*=b a y b no se pueden poner como
potencias de la misma base. En este caso aplicamos la definiciéon de logaritmo como
mostramos en el ejemplo siguiente:

37 =925 Aplicando la definicidén de logaritmo quedaria que = 103325

e Si la expresion exponencial va acompafiada de un factor de la forma: c-a*=b

despejamos a*=b/c y resolvemos la ecuacion resultante como alguno de los casos
anteriores. Por ejemplo:

547280 = 4"=8 5 47—16 5 47242 o £=2

Por dltimo veamos una un poco mas compleja:

(2f+5)”:% = QEHSIT =96 o 9sM80 =96 o $A4br=—6 5 o2Br46=0 = ;=2 £,=-3

ﬂ Ejercicio Resuelto

7N

Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)4-37r—12 =36

4\3x— 5\2x—
b) (E)Bx 9:(4)% !

3x3+16
¢) B173FE =1

a)

43712362 3% 12= 2537129537 120=30 5 7 12=23 Te =14 2 =2
b)

4\30—9 _ (5\ar—1_ (4329 _ pA—120-1_ 4329 _ 4\—

(g)&r 9:(31)% l#(g)h 9:[(5) 1]2:r 1=>(g)3£ 9:(5) 2x+1:>3£—9:—2x+1=>5x:10:>x:2

c)




2r2+16 Rr2+16 3z3+16 o ord—dgd
gleits =1 (3her = 0= 2473747 = 30 o 33—4s2—4r+16 =30 = 3 442 45 416=0

Por tanto, la ecuacion resultante es una ecuacion polindmica de tercer grado que
se resuelve aplicando la regla de Ruffini y da como soluciones x1=2, xo=-2 y x3=4

Veamos algunos ejemplos:

l Ejemplo 1

Cuando en la ecuacidon aparecen varios términos exponenciales sumando o restando
tenemos que recurrir al cambio de variable. Para ver mas claro este tipo de ecuacion
resolvamos algunos ejemplos:

3x+2+5.3::+1 — 9.3a:—1+7

Primero trabajamos con las propiedades de las potencias para que la Unica expresion
exponencial que aparezca sea 3*:

xr
3%.3245.3%.3 = 9%+7 = 93741535 =3.3%747

Para que resulte mas sencillo trabajar con la anterior expresion hacemos el cambio de

variable t=3%, de manera que la expresidén quedaria:
9t+15t =3t4+7

Que no es mas que una ecuacion polindmica de primer grado muy sencilla de resolver:
21t=7 = t:% = t=1 = t=3"1

Una vez resuelta, se deshace el cambio de variable y calculamos el valor de x:

I Ejemplo 2

Trabajamos igual que con la ecuacion anterior, aunque en este caso hay que tener en
cuenta que las exponenciales no tienen la misma base. Lo que hacemos es sustituir 25

37=3"1 = z=-1

25" +5=30-57"1

por 52y dejar todo en funcién de 5% :



(82)"+5=30-% = (57)2+5 =657

Hacemos el cambio de variable t=5% y resolvemos la ecuacién de segundo grado
resultante:

1245 =6t = t2—6t+5=0=2¢t1=1; t, =5
Deshaciendo el cambio quedaria:

5 =1=257=50=32=0;, 5" =5=35" =5l =1

Comprueba lo aprendido

Indica la solucién de la siguiente ecuacion: 25 T145.27+2=97—1143
: x=1

| x=2
2 x=0

2 x=-1

Solucidon

1. Correcto

2. Incorrecto
3. Incorrecto
4. Incorrecto

Sefala las soluciones de la siguiente ecuacion: 37+149% 12 =2.327_37+2 115
: x=0
| x=1
B x=

| X=



Solucion

1. Incorrecto
2. Correcto
3. Correcto
4. Incorrecto

También podemos aplicar las propiedades de los logaritmos, vistas anteriormente, para
resolver algunas ecuaciones exponenciales .

g Ejercicio Resuelto

7N

Resuelve la ecuacién e37+2 =5

Parece logico usar el logaritmo de la misma base que la de la potencia para poder
despejar la incognita.

e3T+2 —5

In(e37+2) = In(5)

3z4+2=in(5)
In(5)—2

® ="

g Ejercicio Resuelto

7N

Resuelve la ecuacién 237+l = 5z+7

En este caso tomariamos logaritmos en ambos términos. Como base del
logaritmo elegimos una de las bases de las potencias.



log2(23x+1) — 1082(5a:+7)

3z+1= (x+7)log2(5)

3z+1=zlog,(5)+T7log,(5)

3x—xlog2(5) = —1+7log2(5)

£(3-log,(5))=—1+Tlog,(5)
—14+7log,(5)

T T3log,(5)




Resumen

Importante

Se dice que una ecuacion es irracional cuando la incégnita figura dentro de algun
radical.

Importante

Las ecuaciones logaritmicas son aquellas en las que la incégnita aparece en el
argumento o en la base del logaritmo.

Para resolverlas hacemos uso de las siguientes propiedades de los logaritmos:

Recuerda la definicion de logaritmo

log N=0b & ab= IN; siendo a>0, a?él y IN>0

y sus principales propiedades

1 log (M-N)=log M+log N

1 loga(M+N) = logaM—logaN

1 logaMn = n-logGM

Para resolver las ecuaciones logaritmicas también hay que tener en cuenta:

logaNzlogaM & N=M




Il\

Las ecuaciones exponenciales son aquellas en las que la incognita aparece en el
exponente,

Es importante recordar las propiedades de las potencias, porque las vamos a utilizar
en la resolucion de ecuaciones:

1. gn-a™M =qgntm
2.atgM =g ™
3.(am)" =agn'm

4 a”h" = (a-d)"

5. an=b" =(a=b)"
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